PAGE  

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РФ

ГОСУДАРСТВЕННОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ

ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ

«МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ИНСТИТУТ

РАДИОТЕХНИКИ, ЭЛЕКТРОНИКИ И АВТОМАТИКИ

(ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ)»

Факультет кибернетики
Кафедра высшей математики
Курсовая работа 

по дисциплине «Теория групп»

на тему:

«Диаграмма смежных классов группы. Способ Тодда - Коксетера перечисления смежных классов групп»
Исполнитель:

студент группы 
Научный руководитель:

 Москва 2011г.
Содержание

Введение………………………………………………………………………….1
Смежные классы…………………………………………………………………2

Диаграмма смежных классов группы.…………………………………...............4

Способ Тодда - Коксетера перечисления смежных классов групп……………5

Список используемой литературы………………………………………………8
Введение

Первый значительный вклад в теорию групп внес Эварист Галуа (1811–1832) при исследовании вопроса о разрешимости в радикалах алгебраических уравнений. Именно Галуа впервые ввел понятие группы и попытался выяснить, как они устроены. До него группы в виде подстановок корней уравнения возникли также в работах Лагранжа (1771), Роффини (1799) и Абеля (1825).

В 1830–1832 годах Галуа пришел к понятиям нормальной подгруппы, разрешимой группы, простой группы. С тех пор многие ученые математики занимались исследованиями в вопросах связанными с группами, вводили новые понятия, строили свои догадки, формулировали и доказывали теоремы.

Понятие группы приобретает в настоящее время все большее господство над самыми различными разделами математики и ее приложений и наряду с понятием функции относится к самым фундаментальным понятиям всей математики.

Понятие группы не труднее понятия функции, его можно освоить на самых первых ступенях математического образования, тем более что сделать это можно на материале элементарной математики. Вместе с тем знакомство с этой теорией кажется одним из самых естественных способов ознакомления с современной математикой вообще.

Моя цель состоит в том, чтобы разобраться с начальными понятиями, такими как смежные классы и доказать наиболее важные теоремы, следствия, выделить некоторые свойства.
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Смежные классы

Условимся о следующих обозначениях. Если A и B два подмножества группы G, то A*B обозначает множество всевозможных произведений элементов первого из них на элементы второго, а 
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 - множество всех обратных элементов из A. В этих обозначениях, например, условие, при котором A является подгруппой G можно записать в виде: 
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Определение

Пусть x некоторый фиксированный элемент  группы G, а H - любая ее подгруппа. Множество  x*H называется левым, а H*x - правым смежным классом группы по подгруппе. 

Например, очевидно, что 
[image: image3.wmf]e
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*H=H*
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=H, так что подгруппа Н сама является одним из смежных классов.

Свойства смежных классов

1) Отображение

, определенное формулой 

 является взаимно однозначным для всякого 

.
2) Каждый элемент x входит в смежный класс x*H.
3) Если y входит в смежный класс x*H , то y*H = x*H
4) Если y не входит в смежный класс x*H, то 


(Свойства 1- 4 сформулированы для левых смежных классов, но аналогичными свойствами обладают и правые).

Доказательство. 
1) 
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   сюръективно по определению смежного класса. Если, 
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 то есть 
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,  то по закону сокращения
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 инъективно.
2) Поскольку  
[image: image10.wmf]e
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 входит в подгруппу H, x = x*
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  входит в смежный класс x*H.
3) Пусть y = x*h и 
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 Тогда z = (x*h)* 
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) и значит входит в класс x*H. Таким образом, 
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. Обратное включение вытекает из того, что 
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 и значит входит в y*H.
4) Докажем от противного. Пусть классы x*H и y*H пересекаются и элемент z входит в каждый из них,  так что 
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[image: image19.wmf]y

x

h

h

x

H

=

*

*

Î

*

-

1

2

1

 что противоречит нашему предположению.
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Следствие

Если подгруппа H конечна, то все левые смежные классы содержат одинаковое число элементов, равное порядку этой подгруппы. (Следует из свойства 1.)

В качестве примера рассмотрим группу 
[image: image20.wmf]S
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перестановок из 3 элементов. Составим для нее таблицу умножения. Эта группа состоит из 6 элементов. 


Клетка таблицы, стоящая в i-ой строке и в j- ом столбце содержит номер элемента, равного 

. Она имеет следующий вид:
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Рассмотрим подмножество H в 
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состоящее из элементов 
[image: image23.wmf]x
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 и 
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. (Будем писать: H={1,2}). Легко видеть, что H - подгруппа. (Заметим, что

). Пользуясь таблицей умножения, находим левые смежные классы:

 

,

,

. Таким образом, имеем 3 различных левых смежных класса {1,2}, {3,4}, {5,6}. Аналогично строятся правые смежные классы: {1,2}, {3,5}, {4,6}. 

Возьмем теперь 

 {1,4,5}.

 - подгруппа четных перестановок 

.  Для нее левые и правые смежные классы совпадают и состоят из элементов {1,4,5} и {2,3,6}.

Определение

Индексом [G:H] подгруппы H в группе G называется количество различных левых смежных классов G по H (если оно конечно).
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Диаграмма смежных классов группы
Одно основное и элементарное утверждение в теории групп подстановок, состоит в том, что если группа G действует транзитивно, скажем справа, на множестве Ω, а Н – подгруппа, оставляющая на месте данный элемент [image: image25.png]wER



, то множество Ω как множество с операторами их G изоморфно семейству смежных классов Hg при сопоставлении, переводящем wg в Hg. Те же идеи, которые были предложены для объяснения построения диаграмм Кэли, теперь приводят к обобщению – к диаграмма смежных классов.


Более точно, пусть G – группа, H – подгруппа, а X – подмножество в G (которое в наиболее  интересных случаях порождает группу G). Определим соответствующую диаграмму смежных классов как помеченный граф Г следующим образом. Множество вершин в Г есть множество Ω смежных классов Hg для [image: image26.png]g€l



. Ребра находятся во взаимно однозначном соответствии с [image: image27.png]QX (XUX™Y)



; с каждой парой (Hg, x) (для [image: image28.png]g€l



 и [image: image29.png]


) мы связываем ребро e = e(g, x), идущее от Hg к Hgx и имеющее метку x. Обратным является ребро [image: image30.png]e t=¢(gx, x71)



. 


Обрисуем связь между диаграммами Кэли и способом Тодда - Коксетера перечисления смежных классов. Диаграмма Кэли C = C(X; R) для симметризованного представления G = (X; R) может быть построена индуктивно как предел C∞ последовательности диаграмм Сα при отображениях[image: image31.png]Vap: Co—Cp, a <P



.  Ограничимся случаем, когда представление конечно, а C∞ есть предел последовательности С0,С1,С2, … конечных диаграмм при отображениях [image: image32.png]Yre



, определенных отображениями [image: image33.png]v, Cp—> Cp iy



. Удобно считать, что множества X и R упорядочены, и на каждом шаге задавать порядок на вершинах диаграммы Ck.
1) Если G – группа, порожденная конечным множеством из n элементов, а H – подгруппа конечного индекса j в ней, то H порождается некоторым множеством, состоящим из более чем m элементов, где m-1=j(n-1).
2) Пусть группа G подстановок на множестве Ω порождена двумя подгруппами G1 и G2, а Ω1 и Ω2 – непересекающиеся непустые подмножества в Ω, такие, что 

[image: image34.png]1~ g, €G; srewermn 3a coboii Q,g, =Q,,
15~ g,€G, saeuern 3a coboi Q,g, =9,.




Тогда или G есть свободное произведение G = G1*G2 (без объединенной подгруппы), или же |G1| = |G2| = 2 и G является диэдральной группой.
3) Пусть группа G порождена двумя подгруппами G1 и G2 с пересечением [image: image35.png]G NG,=—H



. Допустим, что H является собственной подгруппой как в G1, так и в G2, и ни в одной из них ее индекс не равен 2. Пусть G действует на множестве Ω, а Ω1 и Ω2 – не пересекающиеся непустые подмножества в Ω. Предположим, что

[image: image36.png]



Тогда группа [image: image37.png]G=G, %50,



 - свободное произведение групп G1 и G2 с объединенной подгруппой H.
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Способ Тодда - Коксетера перечисления смежных классов групп
В теории групп, алгоритм Тодда — Коксетера, найденный Тоддом и Коксетером в 1936 году, является алгоритмом для решения проблемы перечисления смежных классов. Для конкретных заданий группы G и подгруппы H в G, алгоритм перечисляет смежные классы G по H и описывает представление перестановками G на пространстве смежных классов.

Если порядок группы G является относительно маленьким, и подгруппа H является несложной (например, циклическая группа), то алгоритм может быть выполнен вручную и дает удобное описание группы G. Используя свой алгоритм, Коксетер и Тодд показали, что конкретные системы соотношений между порождающими элементами некоторых известных групп полны, то есть составляют систему определяющих отношений.

Алгоритм Тодда - Коксетера может быть применен к бесконечным группам и завершается после конечного числа шагов при условии, что индекс H в G конечен. С другой стороны, в общем случае для пары, состоящей из задания группы и подгруппы, количество его шагов не ограничено никакой вычислимой функцией индекса подгруппы и размера данных.
Алгоритм Тодда — Коксетера перечисляет классы смежности подгруппы U конечного индекса в группе G, когда G задана конечным числом абстрактных образующих и определяющих соотношений, а подгруппа U — конечным числом образующих, выраженных в виде слов из образующих группы G. Этот алгоритм был впервые запрограммирован, по-видимому, в 1953 г. Хейзелгровом ( не опубликовано). Процедура Тодда — Коксетера дает не только число смежных классов подгруппы U в G, но также и представление образующих G в виде перестановок на смежных классах по U. Ядро этого представления группы G равно [image: image38.png]K= (] g
gﬂog‘Ug



. Следовательно, факторгруппа G/K может быть получена с помощью программы, которая порождает группу перестановок по данному набору перестановок или по крайней мере находит ее порядок.
 Интересный пример, когда замеченная периодичность выходных данных программы Тодда — Коксетера привела к  доказательству бесконечности рассматривавшейся группы. Техника Тодда — Коксетера в сочетании с техникой Шрейера была использована для отыскания образующих подгруппы U по образующим всей группы G и представителям смежных классов подгруппы U в G. Полученные алгоритмы решают следующую задачу. Пусть группа G задана образующими gu ..., gk и соотношениями  ri(gu ,......, gk) = ... = ri(gu …., gk) = 1, и пусть подгруппа U конечного индекса в G порождена словами u1, ..., us над  алфавитом gi. При помощи процедуры Тодда — Коксетера получаются представители с1, ..., ct смежных классов U в G для элемента w, заданного как слово в алфавите gi, нужно найти выражение w = w*Cj, где Cj — один из представителей  смежных классов, a w* — слово в алфавите ui. Дальнейшее развитие этой техники было бы чрезвычайно полезным. Если заданы образующие и соотношения для  группы G и представители смежных классов G по подгруппе U, то процедура Шрейера строит образующие и определяющие соотношения для U. Однако их число растет с ростом индекса подгруппы U в G. Если бы имелся метод эффективного уменьшения этих чисел в тех случаях, когда это теоретически возможно, то к подгруппе U можно было бы снова применить процедуру Тодда — Коксетера и т. д. По-видимому, такой программы пока не существует.
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 Другое применение техники Тодда — Коксетера было указано Симсом. Используя систематическую нумерацию слов, которые могут породить подгруппу, и, выполнив для этих слов вычисления Тодда — Коксетера, он нашел все подгруппы, индекс которых в конечно порожденной группе меньше заранее указанной границы.
Описание алгоритма (пример)
Например, в группе S4 в качестве порождающих можно взять элементы х = (1234), у = (12). Так как ху = (234), то  

x4 = 1, у2 = 1, (ху)3 = 1.
Поскольку наша группа не очень сложна, разумно предположить, что эти соотношения и достаточны для ее определения. Чтобы доказать это, рассмотрим группу 

G = гр (х, у|| x4 = 1, у2 = 1, (ху)3 = 1),

а в ней какую-нибудь подгруппу, скажем, Н = (х), и постараемся установить, что G cодержит 
| S4 | : 4 = 6

смежных классов по Н. Тогда будет 

|G|= |H|*|G:H| = 24,

а так как G имеет S4 своим гомоморфным образом, то получим искомый изоморфизм [image: image39.png]


.
Начертим в соответствии с определяющими соотношениями группы G три таблицы
[image: image40.png]



и начнем перечислять смежные классы G по Н, обозначив саму H цифрой 1. Очевидное равенство 1x = 1 мы уже внесли во все таблицы. Положим 1y = 2, тогда как следствие получается 2у = 1. Внесем эти соотношения во все таблицы, открыв одновременно в каждой из них новую строку:
[image: image41.png]- N
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Положим, далее, 2х = 3, Зx = 4. Таблицы примут вид:
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Пусть теперь 4х = 5, тогда из первой таблицы 5х = 2, из третьей 3y = 5 и из второй 5у = 3. Получаем:
[image: image43.png]2
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Таблицы явно густеют — верный признак того, что процесс перечисления смежных классов приближается к концу (в противном случае таблицы с увеличением числа 

строк все более пустеют). Теперь надо положить 4у = 6, и мы получим:
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Таблицы закрылись — перечисление смежных классов закончено. Его результат: |G:Н|=6. Заметим, что на каком-то шаге мы могли и не заметить возможного заполнения некоторых мест, тогда какой-то класс получил бы несколько разных номеров. Таким 
образом, из закрытия таблиц следует лишь неравенство |G : H|≤6. Так как, однако, G имеет гомоморфным образом группу S4, то строгое неравенство на самом деле невозможно.
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